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разделения переменных. Результаты. Модифицированный метод разделения пере-
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Abstract. Background. The purpose of this work is to study the electromagnetic wave 
diffraction by cylindrical diffraction gratings. Material and methods. The problem is solved 
using the modified method of separation of variables. Results. The modified method of 
separation of variables was implemented, several computational experiments were 
performed to confirm the convergence of the method; the modified method was compared 
with the plane wave expansion method. Conclusions. The numerical results are consistent 
with well-known theoretical results as well as with several numerical results obtained using 
other methods. The described method is an efficient technique for solving problems of 
modeling complicated multilayer dielectric gratings. 
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Введение 
Многослойные оптические покрытия и дифракционные решетки явля-

ются важными элементами современных лазерных и оптоэлектронных техно-
логий. Их объединение в единые конструктивные элементы используется для 
усиления коротких лазерных импульсов до чрезвычайно высоких пиковых 
уровней мощности, превышающих несколько петаватт [1–3]. Другим важным 
применением многослойных покрытий с дифракционными решетками явля-
ется спектральное объединение лазерного излучения, в котором множество 
некогерентных лазерных лучей разной длины волны объединяются в один 
луч. Комбинирование спектральных лучей является эффективным методом 
достижения чрезвычайно высокой непрерывной мощности лазера. Благодаря 
этому диодные лазеры могут быть использованы в промышленных целях: 
резке, сварке и других методах обработки материалов [4]. Комбинирование 
спектральных лучей используется и в медицинских приложениях [5]. 

Мы будем использовать термин «многослойные диэлектрические ре-
шетки» (МДР) для обозначения многослойных диэлектрических структур, 
состоящих из чередующихся слоев с высокими и низкими показателями пре-
ломления и дифракционных решеток, в верхних слоях этих структур.  
В настоящее время МДР-элементы почти полностью заменили традиционные 
голографические золотые решетки во многих важных приложениях. Это свя-
зано с высокой дифракционной эффективностью этих элементов [6] и их го-
раздо более высоким (в сравнении с голографическими золотыми решетками) 
порогом повреждения, вызванным лазером [7]. 

В настоящее время строгий анализ связанных волн (RCWA) [8–11] и 
моделирование во временной области с конечной разностью (FDTD) [12] 
обычно используется для решения прямой проблемы дифракции падающей 
волны элементом МДР. Все расчеты выполняются, как правило, с использо-
ванием коммерческого программного обеспечения, например [13, 14]. Этот 
подход достаточен в случае простых элементов МДР, состоящих из чет-
вертьволновых диэлектрических зеркал с дифракционной решеткой, имею-
щей только одну канавку на период решетки. В случае более сложных эле-
ментов МДР с множеством различных канавок в периоде решетки вычисли-
тельная эффективность решения прямой задачи играет решающую роль. Для 
повышения вычислительной эффективности решения этой задачи мы предла-
гаем модифицированный метод разделения переменных. Его преимущество 
заключается в том, что решение записывается аналитически, и численно 
определяются только собственные значения одномерной краевой задачи, ко-
торые находятся как корни действительной функции одной переменной. Та-
кой подход позволяет значительно сократить объем вычислений. 

В работе дано описание модифицированного метода разделения пере-
менных, проведено сравнение результатов расчетов методом плоских волн  
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в случае однослойного покрытия. Исследована дифракционная эффектив-
ность дифракционных решеток с многослойным покрытием. 

1. Постановка задачи 
Пусть свободное от рассеивателя пространство характеризуется посто-

янными значениями диэлектрической и магнитной проницаемостей 0 0ε >  и 

0 0.μ >  Рассмотрим бинарную (с прямоугольной формой профиля) дифрак-
ционную решетку, помещенную на многослойное отражающее покрытие. 
(геометрия задачи представлена на рис. 1).  

 

 
Рис. 1. Одномерно-периодическая диэлектрическая дифракционная решетка 

 
Период решетки обозначен через 0,T >  а высота гребня решетки – 

0h > . 
На решетку под произвольным углом ϕ  падает электромагнитная TE-

волна. Падающее электрическое поле определяется продольной составляю-
щей электрического поля  

( )( )( )0 0 0exp sin cosu ik n x y h= − ϕ− − ϕ , 

здесь 0 0= 2 /k π λ  –  волновое число свободного пространства; 0λ  – длина 
волны; 0n  – индекс преломления свободного пространства.  

Рассмотрим показатель преломления ( ),n x y , равный везде вне 

решетки 0n , а в линиях решетки in , где 1, / 2i N= . Здесь 0N >  – четное 
целое число, / 2N  – количество штрихов решетки. При 0y <  ( ),n x y  равно 

jn  в слоях многослойной диэлектрической структуры, где 1,j J= ; 0J ≥  – 
количество слоев. 

Требуется найти продольную составляющую полного электрического 
поля ( ),u x y , которая удовлетворяет уравнению Гельмгольца  
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( )( ) ( )2 2
0 , , 0k n x y u x yΔ + = , 

условию квазипериодичности Флоке [2],  

0 0 sin( , ) ( , ) ik n Tu x y u x T y e ϕ= + , 

условию непрерывности на поверхности решетки, за исключением краев за-
земления и на границах раздела между слоями, условию излучения на беско-
нечности [15] и условию конечности энергии в каждой ограниченной про-
странственной области. Также необходимо определить значения дифракци-
онной эффективности основных порядков дифракции [8, 16].  

Согласно методу плоских волн [3] представим отличную от нуля ком-
поненту полного электрического поля в виде 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),
0

0 0exp , >, ;,  l l yl
l

u r z x ik y h yx y u x y h
+∞

=−∞
−= + −   (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ,ex, pj
l j yl jl

l

j pu z x ik y dx y
+∞

=−∞
− +=   

 ( ) ( )( )),exp ,j
j yl jlq ik y d+ − −  1j jd y d −< < ,  (2) 

где  

( ) 0 0
2: exp sinl

lz x i k n x
T

 π = − ϕ −  
  

, 1,j J= , ( 1)J
llp t+ ≡ , ( 1) 0J

lq + ≡ , 0 0d = . 

Все коэффициенты ( )j
lp  и ( )j

lq  выражаются через lt , как будет показа-
но далее; коэффициенты lr  и lt  – неизвестные амплитудные коэффициенты 
отражения и прохождения l -x мод. Величины ,xlk  ,j ylk  определяются соот-
ношениями  

0 0
2= sin ,xl

lk k n
T
πϕ−   

2 2 2
0 0

,
2 2 2

0 0

, >| |,
= 0 1.

, <| |,

j xl j xl
j yl

xl j j xl

k n k k n k
k j J

i k k n k n k

 − ≤ ≤ +
− −

 

Неограниченную двумерную область ( ){ }2 : 0, TV xx y= ∈ ≤ ≤  реше-

ния задачи представим объединением открытых подобластей  

( ){ }0 ,  : 0V x y V y h= ∈ > > , ( ){ }1 ,   : 0V x y V y h= ∈ < < , 

( ){ }1 2,  : j j jV x y V d y d− −= ∈ < < , 2, 1j J= + ,  

и прямых: ( ){ },  :hS x y y h= =  и ( ){ },  : jjS x y y d= = , 0,j J= .  
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Области 0V  и jV , 2, 1j J= + , однородны и характеризуются заданны-

ми волновыми числами (см. рис. 1). В области 1V  выделим подобласть TV  
точек с абсциссой [ ]0, x T∈  и представим ее в виде 

( ) ( )1,  , 0, , 0, , 1,T i ii i i
V a a h i N+= = × = … −∏ ∏∪  

здесь 0 0a = , Na T= .  
В прямоугольниках 

i∏  значения волнового числа равны 2 0 0i k nκ = , 

2 1 0 1i ik n+ +κ =  , 0, / 2 1i N= − , и, вообще говоря, различны (см. рис. 1). Вели-
чина шага в решетке 1i ia a+ −  непостоянна, т.е. рассматриваются неравно-
мерные решетки. 

2. Модифицированный метод  
разделения переменных для решения задачи 

Опишем модифицированный метод разделения переменных, предлага-
емый для решения задачи. Решение задачи в прямоугольниках 

i∏  будем 

искать в виде рядов  

 ( ) ( ) ( )
0

, ,l l
l

u x y X x Y y
+∞

=
=   (3) 

учитывая, что ( ),u x y  удовлетворяет уравнению Гельмгольца в каждом пря-
моугольнике, а также условиям сопряжения на сторонах прямоугольников 

ix a=  и условию квазипериодичности.  
Применяя метод разделения переменных, получим, что функции lY  

имеют вид 

 ( ) ( ) ( )( )(1) (2) .  l l ll lY y b exp i y b exp i y h= λ + − λ −   (4) 

Функции ( )lX x  являются решениями следующих задач на собственные 
значения: 

 
''

2 2 2
1,    ( ) , ( , );( ) l

l
i i i

lX x x ax a
X ++ κ = λ κ = κ ∈   (5) 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]' ' '0 ,  0 ;   0,l l l l l lX AX T X AX T X X = = = =    

здесь 

 ( )0 0exp sinA ik n T= ϕ  –  (6) 

постоянная, входящая в условие квазипериодичности; 1A = .  
Решение (3)–(6) называется точным решением задачи дифракции, по-

лученным модифицированным методом разделения переменных. 
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Введем обозначение: 2
i i lγ = κ − λ . Из формул (5) получаем: 

'' 2( ( ) ) 0, ll lX x X+ κ − λ =  

( ) ( ) ( ) ( )1sin cos ,   , ,i i i i i i il iX x c x a d x a x a a += γ − + γ − ∈  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 2cosi s , ,n   l i i i i i i i iX x c x a d x a x a a+ + + + + + + += γ − + γ − ∈ . 

Из условий сопряжения во внутренних узлах ia  получаем систему из 
(2 2)N −  уравнений: 

1sin cos ,ii ii i i ic d d +γ + γ =Δ Δ  

 1 1
1cos sin , 0 2, : ,i

i i i i i
i

i i i i ic N ad c i a +
+

+Δ Δ Δ
γ

γ − γ = ≤ ≤ −− =
γ

  (7) 

а из условий квазипериодичности получим еще два уравнения: 

0 1 1 1 1 1 1sin cos ,N N N NN Nd Ac Ad− − − − −−γ Δ Δ= + γ  

 ( )0 0 1 1 1 1 11 1cos sin .N N N N NN Nc A c d− − − − −− −Δγ γ Δγ = − γ   (8) 

Таким образом, получена однородная система 2N  уравнений для 
нахождения 2N  неизвестных. Эта система имеет нетривиальное решение, 
если определитель матрицы системы равен нулю. 

Задачу об отыскании собственных чисел lλ  задачи можно свести  
к проблеме вычисления некоторого определителя второго порядка. 

Записывая уравнения (7), (8) в матричной форме 

( ) ( ) ( )1 1, , 0 2 , T T
i i i i ic d S c d i N+ + = ≤ ≤ −  ( ) ( )0 0, , ,T T

N Nc d Q c d=  

сведем исходную систему линейных алгебраических уравнений к системе 
двух уравнений с двумя неизвестными: 

 ( ) ( )0 0 2 0 0 0,  , ,T T
Nc d QS S c d−= …   (9) 

откуда получим требуемое уравнение: 

 ( )2 0det 0.NI QS S−− … =   (10) 

В качестве ( )0 0, Tc d  можно взять любое нетривиальное решение си-
стемы (9) при  lλ = λ .  

Определив собственные значения lλ  и собственные функции задачи 
(5), получим из (3) представление решения ( ),u x y  в конечной области TV  

( ) ( ) ( )
0

, l l
l

u x y X x Y y
+∞

=
=  

с неизвестными коэффициентами (1) (2), l lb b . 
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Заметим, что за счет выбора функций в (1)–(2) и выполнения условий 
(5) условия квазипериодичности автоматически выполняются.  

Учитывая условия сопряжения при jy d= , 1, 1j J= − , получаем 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1
1, 1 1, 1exp expj j j j

j yl j j j yl j jl l l lp q p ik d d q ik d d+ +
+ − + −+ = − + − − , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
, 1, 1, 1expj j j

l yj j yl j yl j jl l lp q k p k ik d d+
+ + −− = − −  

( ) ( )( )1
1, 1, 1exp .j

j yl j yl j jlq k ik d d+
+ + −− − −  

Из последних формул находим 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1 1 1 11
2

j j j j j
l l l l lp p P q Q+ + + += + +  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 11,

,

j j j jj yl
l l l l

j yl

k
p P q Q

k
+ + + ++ 

+ − 


,  (11) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( 1 1 1 11
2

j j j j j
l l l l lq p P q Q+ + + += + −  

 ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 11,

,

j j j jj yl
l l l l

j yl

k
p P q Q

k
+ + + ++ 

− − 


,  (12) 

где ( ) ( )( ), 1: expj
l yj j jlP ik d d−= − , ( ) ( )( ), 1: expj

l yj j jlQ ik d d−= − − , 1, 1j J= − .  

Учитывая, что ( )1J
llp t+ ≡ , ( )1 0J

lq + ≡ , все коэффициенты ( )j
lp  и ( )j

lq  

выражаются через lt . Тогда ( )1
lp  и ( )1

lq  могут быть записаны в виде 
( ) ( )1 1

ll lp p t=  , ( ) ( )1 1
ll lq q t=  , где ( )1

lp  и ( )1
lq  определяются из (11), (12) при 

( )1 1J
lp + ≡ , ( )1 0J

lq + ≡ . 

Далее, коэффициенты  ,lr  lt  и (1) (2), l lb b  находятся из условий сопря-
жения при 0y =  и y h= :  

 ( ) ( ) ( ) ( )0
0

, , l l l
l l

lX x Y h u x h xr z
+∞ +∞

= =−∞
= +    (13) 

 ( ) ( ) ( ) ( )00
0

,' , , l l l
l l

yl lik zX x Y h u x h xr
+∞ +∞

= =−∞
′= −     (14) 

( ) ( )
0

0l l
l

X x Y
+∞

=
=  
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 ( ) ( ) ( ){ }( 1
1, 0 1expl ylll

l
z x p dt ik d

+∞

=−∞
= − +  ( ) ( ){ })1

1, 0 1 exp yllq ik d d− − ,  (15) 

( ) ( )
0

' 0l l
l

X x Y
+∞

=
=  

 ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( )1 1
1, 1, 0 1 1, 0 1exp exp ,yl

l
yl l yl ll lk z x p ik d d q k di t i d

+∞

=−∞
= −− − −     (16) 

где в ( )0 ,  u x h′  производная берется по y  в точке .h   
Заметим, что выражения справа в формулах (13)–(16) – это ряды 

Фурье функции на отрезке [ ]0,T . Умножая (13)–(16) на соответствующие 
экспоненты и интегрируя выражения от 0 до Т, получаем два уравнения отно-
сительно (1) (2), l lb b : 

( ) ( ) ( )0 0
0
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 
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для всех целых .l  

3. Численный метод решения задачи 
Для численного решения задачи следует взять  

( ) ( ) ( )
0

,
M

l l
l

u x y X x Y y
=

=   

для некоторого M.  
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Тогда имеем (2M + 2) коэффициентов (1) (2), . l lb b  Выберем M четным 
числом. В уравнениях (17), (18) возьмем (M + 1) значений  / 2, , 1,l M=− … −  
0,1, , / 2.M…   

В результате получается система линейных алгебраических уравнений 
порядка (2M + 2): 

( ) ( ) ( )
0

0
0

0, 0 0
2e  xp sin ,

T M

p p
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где  / 2, , 1,0,1, , / 2.l M M=− … − …  
Все интегралы в системе (19), (20) вычисляются аналитически. При-

ближенные собственные значения lλ  определяются численно путем решения 
уравнения (10). 

4. Сравнение с методом плоских волн 
Метод плоских волн – один из наиболее распространенных методов для 

исследования дифракционной эффективности дифракционных решеток  
[8, 17]. В статье [17] этот метод применен для моделирования решеток с од-
ним штрихом на периоде. Однако метод применим и для случая задач ди-
фракции на решетках с несколькими штрихами на периоде с различными 
значениями индекса преломления kn . Для модификации метода необходимо 
пересчитать значения коэффициентов Фурье (ср. с формулой (12) в [17]) ку-
сочно-постоянной функции ( )n x  в полосе (0; )y h∈ . 

На рис. 2, 3 показаны результаты вычисления коэффициентов 1,DE−  

0 ,DE  1DE  методам плоских волн и модифицированным методом разделения 
переменных.  

В проведенных экспериментах рассмотрена решетка, характеризующа-
яся индексом преломления 1 3.52kn n= =  (Si:H) (это же значение выбрано и 
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для подложки, т.е. покрытие не является многослойным), среда над решеткой 
однородна с индексом 0 1n = . Угол падения рассчитывается по формуле  

0arcsin sin(30 )
T
λ ϕ = − ° 

 
. 

 

 

Рис 2. Зависимость коэффициентов 1,DE−  0 ,DE  1DE   
от длины волны (метод плоских волн) 

 

 
Рис 3. Зависимость коэффициентов 1,DE−  0 ,DE  1DE   

от длины волны (модифицированный метод разделения переменных) 
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Период 900T =  нм, число штрихов на периоде решетки – 2. Гребень 
решетки определяется параметрами 1 0.7 ,a T=  2 0.8 ,a T=  3 0.9 ,a T=  4 .a T=  
Высота штриха равна 79h =  нм. 

5. Результаты моделирования дифракционной  
решетки с многослойным покрытием 

С помощью разработанного метода удалось получить результаты и  
в случае многослойной решетки, представленные на рис. 4. Для расчетов 
была использована следующая конфигурация решетки: параметры верхнего 
слоя решетки (слоя со штрихом) аналогичны параметрам, использованным 
при расчете графиков на рис. 2, 3, 16J = , 1,48kn =  (SiO2) при k = 1,3,5,…,17, 

3,52kn =  (Si:H) при k = 2,4,6,…,16, 1 139d = −  нм, 2 1 48d d− =  нм, 

1 152k kd d −− =  нм (k = 1,3,5,…,17), 1 64k kd d −− =  нм (k = 2,4,6,…,16). 
 

 
Рис. 4. Зависимость коэффициентов 1,DE−  0 ,DE  1DE  от длины волны в случае  

многослойной подложки (модифицированный метод разделения переменных) 
 

Численные результаты показывают, что использование многослойного 
покрытия позволяет повысить дифракционные эффективности определенных 
порядков. В данном случае дифракционная эффективность первого порядка 
при длине волны 0 990λ =  нм превышает 90 %. 

Заключение 
В работе описано применение модифицированного метода разделения 

переменных для расчета дифракционной эффективности одномерной цилин-
дрической диэлектрической решетки с многослойным покрытием в случае 
падения на нее плоской волны. Предложена и верифицирована эффективная 
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программная реализация метода, проведено сравнение результатов расчетов  
с расчетами методом плоских волн. 
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